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Re´sume´
On prouve que la caracte´ristique d’Euler d’un feuilletage mesure´ est nulle si et
seulement si celui-ci admet un champ tangent transversalement mesurable dont
l’ensemble de singularite´s est de mesure arbitrairement petite. Si le feuilletage
est moyennable, alors on peut construire un tel champ sans singularite´s. Si les
feuilles sont de dimension deux, l’annulation de la caracte´ristique d’Euler implique
la moyennabilite´; plus encore, elle e´quivaut a` l’existence d’une action mesurable de
R2 sur la varie´te´ ambiant qui est continue et localement libre sur chaque feuille.
1 Introduction
La caracte´ristique d’Euler d’un feuilletage mesure´ a e´te´ introduite par Connes
dans [9]. Il y de´finit e´galement les nombres de Betti du feuilletage comme
e´tant les dimensions moyennes des espaces de i-formes harmoniques de carre´
inte´grable sur les feuilles et de´montre une version feuillete´e du the´ore`me de
Gauss-Bonnet, selon lequel la caracte´ristique d’Euler est e´gale a` la somme al-
terne´e des nombres de Betti. Ce re´sultat est un cas particulier d’un re´sultat
beaucoup plus ge´ne´ral obtenu par Connes qui concerne l’indice d’une famille
continue d’ope´rateurs elliptiques sur les feuilles, et qui ge´ne´ralise le the´ore`me
de l’indice d’Atiyah-Singer [4]. Le the´ore`me de l’indice feuillete´ met donc en re-
lation des invariants analytiques du feuilletage et des proprie´te´s ge´ome´triques
“moyennes” des feuilles. Ce lien est illustre´ par Connes avec un joli corollaire
du the´ore`me de Gauss-Bonnet feuillete´: si la caracte´ristique d’Euler d’un feuil-
letage mesure´ de dimension deux est strictement positive, alors l’ensemble des
feuilles sphe´riques est de mesure non nulle. Plus tard Connes et Skandalis [11]
ge´ne´ralisent aux feuilletages le the´ore`me de l’indice pour les familles de´montre´
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par Atiyah et Singer dans [5] en re´pondant ainsi a` une question de´ja` e´voque´e
dans [9]. Le re´sultat de [9] est un corollaire de celui de [11]. Notre but dans ce
papier est d’interpre´ter la caracte´ristique d’Euler feuillete´e comme obstruction
a` la construction de sections du fibre´ tangent au feuilletage continues le long
des feuilles et transversalement mesurables. Ceci nous permet entre autre de
donner une preuve ge´ome´trique du the´ore`me de Gauss-Bonnet feuillete´ de [9].
Soit F un feuilletage orientable de dimension n (qu’on supposera pour sim-
plifier de classe C∞ le long des feuilles) sur une varie´te´ lisse compacte M ,
munie d’une mesure transverse invariante µ. On appellera dans ce papier le
triplet (M,F , µ) un feuilletage mesure´. En inte´grant les p-formes diffe´rentielles
de M sur les feuilles puis relativement a` la mesure transverse on de´finit un
courant ferme´ Cµ : Ω
n(M) → R appele´ courant de Ruelle-Sullivan [26]. Sa
classe d’homologie [Cµ] ∈ Hn(M ;R) est souvent interpre´te´e comme la classe
fondamentale du feuilletage mesure´ (M,F , µ). On de´finit la caracte´ristique
d’Euler de (M,F , µ) par
χ(M,F , µ) = 〈e(TF), [Cµ]〉
ou` e(TF) est la classe d’Euler du n-fibre´ tangent au feuilletage TF → M .
Dans ce papier on fait le lien entre la caracte´ristique d’Euler du feuilletage et
les sections du fibre´ tangent TF , et retrouvons dans ce cadre des versions des
re´sultats classiques bien connus pour les varie´te´s compactes. Le contexte ou`
nos re´sultats sont valables est en fait bien plus large que celui des feuilletages
des varie´te´s compactes, et contient celui des laminations (l’espace ambiant
n’est plus un varie´te´) et des feuilletages mesurables (la re´gularite´ transverse
est suppose´e seulement mesurable). Par souci de clarte´ nous avons voulu nous
restreindre dans ce papier au cas plus simple des feuilletages des varie´te´s com-
pactes. Tous les objets seront donc topologiques, a` l’exception des champs de
vecteurs et les me´triques de Riemann, qui seront suppose´s continus le long des
feuilles mais seulement mesurables transversalement. De tels objets seront sou-
vent appele´s de classe MCr pour mesurable et continu de classe Cr. L’inte´reˆt
de conside´rer des objets dans cette cate´gorie est illustre´ par les e´quivalences
e´nonce´es dans les the´ore`mes B et C, en particulier le second. Ils ne sont pas
vrais si l’on conside`re des objets transversalement continus !
Nous commenc¸ons par une version feuillete´e du the´ore`me classique de Poincare´-
Hopf:
The´ore`me A Soit X un champ tangent a` F de classe MC0 et soit Ox
l’ensemble des ze´ros de X. Si la trace de OX sur µ-presque toute feuille
est discre`te dans cette feuille, i.e. si OX est une transversale mesurable de
(M,F , µ), alors l’indice local indX(x) est de´fini pour µ-presque tout x ∈ OX.
Si la fonction mesurable a` valeurs entie`res indX est dans L
1(OX, µ) alors on
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a:
χ(M,F , µ) =
∫
OX
indX(x)dµ(x).
Il avait de´ja` e´te´ remarque´ par Connes dans [9] que ce re´sultat est vrai pour un
champ continu transverse a` la section nulle de TF . Ce fait est facile a` prouver
et de´coule automatiquement de la construction topologique de la classe e(TF).
L’ide´e est de voir la fonction indice indx comme un n-cocycle cellulaire de M ,
puis de montrer que sa classe de cohomologie ne de´pend pas du champ choisi.
On de´finit ainsi un e´le´ment de Hn(M) qui s’ave`re eˆtre e(TF) pour des raisons
de naturalite´. Ce raisonnement ne s’applique pas au cas des champs transver-
salement mesurables. Ils ne de´finissent pas une classe dans Hn(M), mais un
e´le´ment dans un groupe de cohomologie simpliciale mesurable similaire a` ceux
utilise´s dans [24]. Celui-ci ne de´pend pas de la topologie de M mais seulement
de celle des feuilles, et puis aussi de la dynamique mesurable transverse du
feuilletage.
On de´veloppera ici les outils de base ne´cessaires pour expliciter l’information
ge´ome´trique et ergodique contenue dans ces groupes de cohomologie mesurable,
et pre´ciser la relation qui existe entre cette cohomologie et la cohomologie clas-
sique de M ou` l’on situe habituellement les invariants qui nous inte´ressent.
The´ore`me B Soit (M,F , µ) un feuilletage mesure´ ergodique. Alors les deux
conditions suivantes sont e´quivalentes:
(1) χ(M,F , µ) = 0.
(2) Pour tout ² > 0 il existe un champ tangent X(²) de classe MC∞ et a`
singularite´s non de´ge´ne´re´es sur (M,F) tel que µ(OX(²)) < ².
Rappelons qu’un feuilletage mesure´ (M,F , µ) est ditmoyennable (cf. [10,1,28])
s’il existe une famille de fonctionnelles continues (dites moyennes)
mx : L
∞(Lx)→ R , x ∈M
ve´rifiant les conditions suivantes:
(1) mx(f) ≥ 0 si f ≥ 0;
(2) mx(1) = 1;
(3) mx = my si x et y appartiennent a` la meˆme feuille;
(4) Pour toute fonction mesurable borne´e f : M → R la fonction m(f) :
M → R de´finie par m(f)(x) = mx(f |Lx) est mesurable.
Pour les feuilletages moyennables le the´ore`me B peut eˆtre ame´liore´ de la fac¸on
suivante:
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The´ore`me C Soit (M,F , µ) un feuilletage mesure´ ergodique moyennable.
Alors les deux conditions suivantes sont e´quivalentes:
(1) χ(M,F , µ) = 0;
(2) Le feuilletage posse`de un champ tangent sans ze´ro de classe MC∞.
Les the´ore`mes B et C peuvent tre`s probablement eˆtre rassemble´s dans un
seul the´ore`me C′ en enlevant l’hypothe`se de moyennabilite´. Le proble`me est
le´ge`rement plus simple si l’on suppose que les feuilles sont de dimension im-
paire. On peut prouver dans ce cas que l’obstruction a` l’existence d’un champ
tangent sans ze´ro de classe MC∞ est d’ordre deux dans la cohomologie feuil-
lete´e mesurable de (M,F , µ). Il suffirait alors pour e´tablir le the´ore`me C′ de
prouver que cette cohomologie n’a pas de torsion en dimension maximale.
Ceci est vrai si le feuilletage ve´rifie la dualite´ de Poincare´ pour la cohomologie
mesurable.
Il existe des feuilletages non moyennables et a` caracte´ristique d’Euler nulle.
Par exemple la suspension d’une repre´sentation fide`le du groupe fondamental
d’une surface de genre ≥ 2 dans le groupe des isome´tries d’une varie´te´ de
Riemann compacte fournit un feuilletage mesure´ par plans hyperboliques non
moyennable (voir [28]). En le multipliant par un tore de dimension p, on obtient
un feuilletage mesure´ de dimension p + 2, qui est toujours non moyennable,
mais dont la caracte´ristique d’Euler est nulle a` cause du caracte`re multiplicatif
de celle-ci. Tous les feuilletages de dimension 1 sont a` caracte´ristique d’Euler
nulle. Comme dans le cas classique des varie´te´s compactes, c’est en dimension
deux ou` la caracte´ristique d’Euler donne le plus de renseignements, comme le
montre notre prochain the´ore`me.
E´tant donne´e une me´trique de Riemann de classe MC∞ sur un feuilletage
mesure´ (M,F , µ), on peut de´finir une mesure globale sur l’espace M qui est
localement de´finie comme mesure produit du volume volg sur les feuilles et de
la mesure transverse invariante µ, et qu’on notera µ⊗ volg. On dira que g est
a` volume µ-fini si cette mesure est de masse totale finie, i.e. µ⊗volg(M) <∞.
Remarquons enfin que la compacite´ de M implique que toute me´trique de
Riemann continue sur le feuilletage mesure´ (M,F , µ) est a` ge´ome´trie borne´e
et volume µ-fini. Ce n’est e´videmment pas le cas en ge´ne´ral des me´triques
transversalement mesurables, sur lesquelles on est oblige´ de rajouter ces hy-
pothe`ses naturelles.
The´ore`me D Soit (M,F , µ) un feuilletage mesure´ ergodique de dimension
deux et dont µ-presque toutes les feuilles sont orientables. Alors les sept con-
ditions suivantes sont e´quivalentes:
(1) χ(M,F , µ) = 0;
(2) (M,F , µ) posse`de un champ tangent sans ze´ro de classe MC∞;
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(3) Toute me´trique de Riemann de classeMC∞ a` volume µ-fini et a` ge´ome´trie
borne´e est parabolique, i.e. le reveˆtement universel de µ-presque toute
feuille est conforme´ment e´quivalent au plan euclidien C;
(4) (M,F , µ) est moyennable et µ-presque toutes ses feuilles sont des tores,
des cylindres ou des plans;
(5) Il existe une application mesurable ρ : M → T2 qui est un reveˆtement en
restriction a` chaque feuille. Autrement dit, le feuilletage est mesurable-
ment isomorphe a` la suspension d’une action mesurable ergodique de Z2
sur un espace de Lebesgue.
(6) Le feuilletage est de´fini par une action de R2 sur M de classe MC∞, i.e.
il existe une action mesurable de R2 sur M qui est lisse et localement
libre le long de chaque feuille.
(7) La feuilletage posse`de une me´trique de Riemann de classe MC∞ qui est
plate et comple`te sur chaque feuille.
Ce re´sultat caracte´rise comple`tement les feuilletages a` caracte´ristique d’Euler
nulle aussi bien d’un point de vue me´trique que dynamique. Une partie de la
preuve est de´veloppe´e dans [6] pour des feuilletages bore´liens i.e. en absence
de mesure transverse. Dans [6] nous prouvons dans ce cadre plus ge´ne´ral que
les conditions (4) et (5) sont e´quivalentes a` l’hyperfinitude du feuilletage au
sens de [22]. On prouve e´galement que l’existence d’une me´trique parabolique
implique la moyennabilite´ du feuilletage. Nous avons dans l’e´nonce´ trois im-
plications e´videntes: (5)⇒(6), (6)⇒(7) et (5)⇒(2). Afin de refermer le cercle
d’implications on e´tablit ici (2)⇒(1)⇒(3). La premie`re est une conse´quence
directe du the´ore`me A et la deuxie`me consiste a` prouver que, e´tant donne´e
une me´trique de Riemann g de classeMC∞, volume µ-fini et ge´ome´trie borne´e
sur (M,F , µ), la caracte´ristique d’Euler est e´gale a` l’indice au sens de Connes
[9] de l’ope´rateur d’Euler feuillete´ Dg = dF + d∗F , ou` dF est la diffe´rentielle
exte´rieure le long des feuilles (qui est un ope´rateur globalement continu si
les changements de cartes sont transversalement continus) et d∗F est l’adjoint
formel de dF relativement a` la me´trique g, qui est seulement transversalement
mesurable. Plus pre´cise´ment, soient D+g et D
−
g les ope´rateurs obtenus par re-
striction de Dg aux formes de degre´ paire et impaire respectivement. Alors
D−g est l’adjoint formel de D
+
g . En dimension deux et si la mesure µ n’a pas
d’atome, l’indice de D−g est la dimension de Murray-von Neumann du fibre´
mesurable en espaces de Hilbert des 1-formes harmoniques a` carre´ inte´grable
sur les feuilles. Si celle-ci est ze´ro alors l’ensemble des feuilles hyperboliques
est de mesure nulle. La preuve e´tant valable en toute dimension, nous avons la
ge´ne´ralisation suivante du the´ore`me de Gauss-Bonnet prouve´ par Connes dans
[9] par des me´thodes analytiques et pour des me´triques de Riemann continues.
The´ore`me E Soit (M,F , µ) un feuilletage mesure´ muni d’une me´trique de
Riemann g de classe MC∞. Si g est de volume µ-fini et a` ge´ome´trie borne´e,
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alors on a:
dimµ kerD
+
g − dimµ kerD−g = χ(M,F , µ).
Dans le cas d’une me´trique de classe MC∞ qui serait quasi-isome´trique a`
une me´trique de Riemann continue le re´sultat de´coule automatiquement de
celui de Connes (cf. [19]). Nos conditions sur la me´trique sont bien faibles
mas naturelles; elles servent simplement a` garantir que l’indice de l’ope´rateur
Dg est un nombre fini. La preuve de Connes ne semble pas eˆtre facilement
adaptable au cas des me´triques mesurables, car le recours a` la topologie trans-
verse est assez important. Notre preuve, de nature purement ge´ome´trique, con-
siste a` trouver un champ tangent de classe MC0 dont l’indice moyen co¨ıncide
avec l’indice de l’ope´rateur Dg. Le the´ore`me A permet alors de conclure. Des
me´thodes analogues pourraient sans doute eˆtre applique´s pour e´tablir une for-
mule de l’indice pour d’autres familles mesurables d’ope´rateurs de Dirac [3].
Pour comple´ter une preuve du the´ore`me de l’indice ge´ne´ral dans ce contexte
il faudrait e´laborer ne´anmoins un calcul pseudo-diffe´rentiel puis une the´orie
de Fredholm analogues a` ceux de [8,9] pour des ope´rateurs transversalement
mesurables.
Ce papier comporte deux parties. La premie`re, compose´e des §1,§2 et §3,
contient des de´veloppements ge´ne´raux ne´cessaires pour la preuve des cinq
the´ore`mes e´nonce´s. Tous les re´sultats dans cette partie seront e´tablis dans un
cadre bore´lien. On s’inte´resse dans cette partie a` des applications de classe
BC0, i.e. continues le long des feuilles et globalement bore´liennes. Au §1 on
de´montre quelques re´sultats basiques de la the´orie des feuilletages mesurables,
dont le the´ore`me d’approximation simpliciale. Au §2 on de´veloppe une the´orie
de l’obstruction analogue a` celle de [14] qui nous permet de re´soudre comple`tement
le proble`me de l’extension d’une application de classe BC0. Au §3 on applique
les re´sultats du §2 au cadre des fibre´s localement triviaux pour donner une
construction ge´ome´trique des classes caracte´ristiques feuillete´es mesurables.
On y re´sout le proble`me de la construction de sections de classe BC0 d’un
fibre´ localement trivial. La deuxie`me, compose´e du §4, contient la preuve des
the´ore`mes A, B, C, D et E proprement dite. On y pre´cise la notion de mesure
transverse et d’application de classe MC0, i.e. des applications continues le
long des feuilles qui sont bore´liennes une fois qu’on a enleve´ un ensemble de
feuilles de mesure nulle.
2 Quelques re´sultats pre´liminaires
On de´montre ici quelques re´sultats techniques basiques ne´cessaires pour la
suite. Nous rappelons qu’un espace de Borel standard est un espace mesurable
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isomorphe a` un bore´lien d’un espace de polonais. Presque tous les espaces
mesurables qui apparaissent en topologie sont de ce type. Il est connu qu’un es-
pace de Borel standard est soit discret de´nombrable, soit isomorphe a` l’intervalle
[0, 1] de la droite re´elle.
2.1 Le the´ore`me de Kallman
L’une des difficulte´s qu’on retrouve au moment d’e´tablir les re´sultats e´nonce´s
dans l’introduction est la construction de sections bore´liennes de certaines ap-
plications bore´liennes ou continues. Le re´sultat suivant, prouve´ par Kallman,
est un outil fondamental pour re´soudre ces difficulte´s:
The´ore`me 2.1 ([21]) Soit Y un espace polonais et X un espace de Borel
standard. Soit f : Y → X une application surjective bore´lienne dont la fibre
f−1(x) en chaque point x ∈ X est re´union de´nombrable de compacts de Y .
Alors f posse`de une section bore´lienne, i.e. il existe une application bore´lienne
s : X → Y telle que f ◦ s(x) = x pour tout x ∈ X.
En fait on n’aura besoin, la plus part du temps, que du corollaire suivant, dont
une preuve peut eˆtre trouve´e aussi dans [23]:
Corollaire 2.2 Soit f : Y → X une application bore´lienne surjective entre
deux espaces de Borel standard. Si f−1(x) est de´nombrable pour tout x ∈ X,
alors f posse`de une section bore´lienne.
2.2 Familles bore´liennes d’applications
Soient B et F deux espaces polonais connexes. On conside`re l’espace des ap-
plications continues C(B,F ) muni de structure mesurable engendre´e par la
topologie compacte-ouverte. Rappelons que cette topologie est de´finie par la
sous-base
V(K,U) = {f ∈ C(B,F ) | f(K) ⊂ V }
ou` K parcourt les compacts de B et U les ouverts de F . L’espace C(B,F ) est
un espace de Borel standard.
Soit T un espace de Borel standard et g : B × T → F une application
bore´lienne pour la topologie produit et continue le long des horizontales B×{t}
qui sera dite de classe BC0 (pour bore´lienne et continue C0). Pour tout t ∈ T ,
g de´termine par restriction un e´le´ment g?(t) ∈ C(B,F ) et nous avons ainsi
une application g? : T → C(B,F ) dite verticale de g. Le re´sultat suivant car-
acte´rise les applications de classe BC0 comme celles dont les verticales sont
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bore´liennes. Le lecteur remarquera que la continuite´ de g le long des horizon-
tales est utilise´e de fac¸on essentielle dans la preuve. D’un autre cote´, on ne peut
pas espe´rer un re´sultat similaire dans le cadre purement bore´lien, car la verti-
cale g? est alors a` valeurs dans l’espace B(B,F ) des applications bore´liennes
de B dans F , qui n’est muni d’aucune structure mesurable naturelle.
Proposition 2.3 Soient B et F deux espaces polonais, et supposons B lo-
calement compact. Une application g : B × T → F est de classe BC0 si et
seulement si elle est continue le long des horizontales et l’application g? : T →
C(B,F ) est bore´lienne.
De´monstration. Supposons que g est de classe BC0. On veut montrer que g?
est bore´lienne. Pour cela il suffit de ve´rifier que l’image inverse par g? d’un
ouvert de la forme V(K,U) est un bore´lien de T . On se fixe K un compact de
B et U un ouvert de F . On remarque d’abord l’identite´
g−1? (V(K,U)) = T − piT (K × T − g−1(F − U))
ou` piT est la projection deK×T sur le deuxie`me facteur. Puisque g est continue
le long des plaques, les fibres du bore´lienK×T−g−1(F−U) pour l’application
piT sont ouvertes dans K. Celui-ci e´tant un espace polonais compact, tous ces
ouverts sont σ-compacts. On peut alors appliquer le the´ore`me 2.1 pour en
de´duire que l’ensemble g−1? (V(K,U)) est un bore´lien de T .
Inversement supposons que g? est bore´lienne; on veut montrer qu’il en est de
meˆme pour g. Il suffit de ve´rifier que l’image inverse par g de tout ouvert U
de F est un bore´lien de B × T . Soit K un compact de B. L’application de
restriction
rK : C(B,F )→ C(K,F )
est continue relativement aux topologies compactes-ouvertes, donc bore´lienne.
L’application verticale g? e´tant elle aussi bore´lienne par hypothe`se, on en
de´duit que l’ensemble
TK = {t ∈ T | ∀x ∈ K, g(x, t) ∈ U}.
est un bore´lien de T qui ve´rifie par construction queK×TK ⊂ g−1(U). Puisque
B est suppose´ localement compact, il posse`de un base de´nombrable forme´e par
des compacts Kj; nous aurons alors
⋃
j Kj × TKj ⊂ g−1(U).
On comple`te la preuve de la proposition en de´montrant l’inclusion inverse
g−1(U) ⊂ ⋃j Kj × TKj . Pour ce faire nous prenons un point dans g−1(U), i.e.
une paire (x, t) ∈ B × T telle que g(x, t) ∈ U . Mais g?(t) e´tant continue, il
existe un voisinage ouvert V de x telle que g(y, t) ⊂ U pour tout y ∈ V .
Puisque {Kj}j est une base de B, il existe un j tel que x ∈ Kj ⊂ V . On a
alors g(y, t) ∈ U pour tout y ∈ Kj, ce qui signifie que t ∈ TKj . 2
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2.3 Approximation simpliciale
Soit H un complexe simplicial fini et L un complexe simplicial connexe et
localement fini. On note |H| et |L| les re´alisations ge´ome´triques de H et L
respectivement. Soit g : |H| → |L| une application continue. On rappelle
qu’une application simpliciale h : |H| → |L| est une approximation simpliciale
de g si
g(star(v,H)) ⊂ star(h(v),L)
pour tout sommet v ∈ H0 ou` star(v,H) de´signe l’e´toile ouverte de v dans
H. On notera comme d’habitude sd(H) le complexe simplicial obtenu par
subdivision barycentrique de H et sdn(H) = sd(sdn(H)) avec sd0(H) = H.
La preuve du re´sultat classique suivant peut eˆtre trouve´e dans [25]:
The´ore`me 2.4 (d’approximation simpliciale finie) Soit H un complexe
simplicial fini et f : |H| → |L| une application continue. Alors il existe un
n ∈ N et une approximation simpliciale h : |sdn(H)| → |L| de f .
On notera Σ(|H|, |L|) l’ensemble des applications continues f ∈ C(|H|, |L|)
qui sont simpliciales modulo une subdivision barycentrique de H. On munit
C(|H|, |L|) de la me´trique d∗L de la convergence uniforme relative a` la me´trique
simpliciale dL. On appellera application d’approximation simpliciale toute ap-
plication bore´lienne
a : C(|H|, |L|)→ Σ(|H|, |L|)
telle que a(g) est une approximation simpliciale de g pour toute g ∈ C(|H|, |L|).
Le the´ore`me 2.4 montre qu’une application de ce type existe, mais ne dit rien
a` propos de la re´gularite´ qu’on peut en espe´rer. Elle ne peut pas eˆtre con-
tinue car H est un complexe fini et l’ensemble Σ(|H|, |L|) est de´nombrable.
Le re´sultat suivant montre qu’elle peut eˆtre suppose´e bore´lienne. La preuve
consiste en fait a` rede´montrer 2.4 de fac¸on constructive. Notre inte´reˆt par les
preuves constructives dans ce cas et dans bien d’autres tout au long de ce
papier n’est pas d’origine philosophique mais purement pratique: ce sont les
seules qui s’adaptent canoniquement au cadre bore´lien qui nous occupe.
The´ore`me 2.5 Pour tout complexe simplicial fini H et tout complexe sim-
plicial de´nombrable L il existe une application d’approximation simpliciale
bore´lienne
a : C(|H|, |L|)→ Σ(|H|, |L|).
De´monstration. On remarque d’abord que pour toute g ∈ C(|H|, |L|) il existe
un entier n tel le diame`tre de l’image par g de l’e´toile de tout sommet de
sdn(H) est infe´rieur ou` e´gal a` 1/2. Ceci est une conse´quence d’une part de la
continuite´ de g et d’autre part de la compacite´ de |H|. On de´finit n(g) comme
9
e´tant le plus petit des ces entiers n. Il est tre`s facile de voir que l’application
n : C(|H|, |L|)→ N
est bore´lienne. On posera Qm = n
−1(m) pour tout m ∈ N.
Pour toute h ∈ Σ(|H|, |L|) soit d(h) le plus petit entier n tel que h est sim-
pliciale relativement a` sdn(H) et L. On note B(h) l’intersection du bore´lien
Qd(h) avec la boule de centre h et rayon 1/2. La famille des B(h), ou` h par-
court les e´le´ments de Σ(|H|, |L|), est d’apre`s le the´ore`me 2.4 un recouvrement
de´nombrable de C(|H|, |L|). On nume´rote les e´le´ments Σ(|H|, |L|) et on pose
Xk+1 = B(hk+1)−Xk
avec X1 = B(h1).
Pour toute g ∈ C(|H|, |L|) on de´finit a(g) comme e´tant e´gale a` hk pour x ∈ Xk.
L’application ainsi construite est bore´lienne car constante sur les e´le´ments
d’une partition bore´lienne de´nombrable. Il ne reste qu’a` montrer que a(g) est
une approximation simpliciale de g. Par construction g est dans la boule de
centre a(g) et rayon 1/4. Ceci implique que pour tout sommet v de sdn(g)(H), la
distance entre a(g)(v) et g(v) est < 1/4. Une application directe de l’ine´galite´
triangulaire montre alors que g(star(v, sdn(g)(H))) est dans la boule de centre
a(g) et rayon 1/2. Pour conclure il suffit de remarquer que la boule de centre
w et rayon 1/2 relative a` la me´trique simpliciale est contenue dans l’e´toile de
w pour tout sommet w ∈ L0. 2
3 The´orie de l’obstruction
Nous e´laborons ici une the´orie de l’obstruction analogue a` celle de [14,27,20]
adapte´e au cadre des feuilletages. C’est une the´orie ge´ne´rale qui re´sout com-
ple`tement le proble`me de l’extension d’un morphisme de feuilletages transver-
salement mesurable, ainsi que celui de la construction de sections transver-
salement mesurables d’un fibre´ sur M . Nous remarquons au passage qu’une
“the´orie de l’obstruction feuillete´e continue” n’est pas envisageable. Par ex-
emple conside´rons un plongement du tore S1×S1 dans R3 de sorte que le 0 est
dans la composante connexe borne´e du comple´mentaire de l’image. Par pro-
jection on obtient une application surjective dans la sphe`re S2 qui ne peut pas
eˆtre e´tendue au tore plein D2 × S1. Par contre, si on suppose le tore feuillete´
par les horizontales, on remarque que la restriction de cette application a` toute
feuille S1 × {∗} est extensible au disque correspondant D2 × {∗}. En d’autres
mots nous avons un cocycle feuillete´ continu qui est nul sans que l’application
soit continuˆment extensible.
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3.1 Rappels d’homotopie
Soient a, b : Dn → F deux applications continues qui co¨ıncident sur le bord
Sn−1. On peut voir a et b comme des applications de´finies respectivement sur
les he´misphe`res nord et sud de la sphe`re Sn, qui sont en bijection avec le disque
Dn par les projections canoniques de R×Rn → Rn. On note a ∗ b : Sn → F le
recollement de a et b. L’ensemble des paires (a, b) d’applications de´finies sur
le disque et co¨ıncidant sur le bord est un ferme´ K de C(Dn, F )×C(Dn, F ) et
le recollement est une ope´ration continue sur K.
Plus ge´ne´ralement, supposons que les restrictions de a et b a` la sphe`re Sn−1 ne
sont pas identiques, mais seulement homotopes. Soit h : [−1, 1] × Sn−1 → F
telle que h(1, x) = a(x) et h(−1, x) = b(x) pour tout x ∈ Sn−1. On peut
recoller l’homotopie h avec a et b pour obtenir une application de´finie sur le
bord de [−1, 1] × Dn. En identifiant celui-ci a` la sphe`re Sn par la projection
radiale on obtient une application a ∗h b : Sn → F .
Comme cas particulier conside´rons deux applications a, b : Sn → F . On envoie
(Dn,Sn−1) sur (Sn, o), ou` o = (−1, 0, . . . , 0), par une application quotient, et
on choisit un chemin c : [−1, 1]→ F un chemin qui relie le point b(o) au point
a(o). En relevant a et b sur le disque Dn et le chemin c sur [−1,×1]× Sn−1 on
obtient un triplet (a, hc, b) comme ci-dessus. On note dans ce cas a∗cb : Sn → F
l’application correspondante.
De´finition 3.1 Un espace topologique F est dit n-simple si la classe d’homotopie
de l’application a ∗c b est inde´pendante du chemin c. Du coup elle ne de´pend
que des classes d’homotopie de a et b, ce qui de´finit une loi de composition
dans l’ensemble [Sn, F ] donne´e par [a]+[b] = [a∗b]. On ve´rifie que c’est une loi
associative et commutative et qui posse`de un e´le´ment neutre repre´sente´ par
les applications constantes. De plus, si θ est la syme´trie de Sn par rapport a`
l’e´quateur, alors [a] + [a ◦ θ] = 0 pour tout a. Le groupe abe´lien sous-jacent
est appele´ le n-groupe d’homotopie de F et note´ pin(F ).
Conside´rons maintenant deux applications α, β : ∂∆n+1 → F qui sont homo-
topes en restriction au (n − 1)-squelette de ∆n+1. On se fixe une homotopie
h entre ces restrictions, pour chaque n-face oriente´e τ de ∆n+1 on construit
l’e´le´ment [ατ ∗h βτ ] ∈ pin(F ), ou` ατ et βτ de´signent les restrictions de α et β
a` la face τ . On obtient alors de fac¸on tre`s simple le re´sultat suivant:
Lemme 3.2 Pour α, β et h comme ci dessus nous avons l’identite´:∑
τ
[ατ ∗h βτ ] = [α]− [β] (1)
ou` τ parcourt les n-faces de ∆n+1 munies de l’orientation induite par celui-ci.
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3.2 Les lemmes fondamentaux
De´sormais F de´signe un espace se´parable triangulable n-simple pour tout n.
Pour tout espace me´trique compact X on conside`re l’espace des applications
continues C(X,F ) muni de la topologie compacte-ouverte. On note Dn+1 le
disque unite´ ferme´ dans Rn et Sn la sphe`re unite´. On identifie le disque Dn a`
la calotte sud de Sn via un home´omorphisme qu’on fixe une fois pour toutes.
Nous avons alors la suite d’inclusions
Dn
i− //Sn
i+ //Dn+1,
qui induit par restrictions une suite d’applications continues, donc bore´liennes,
C(Dn+1, F )
i∗+ //C(Sn, F )
i∗− //C(Dn, F ) .
Il est bien connu que l’application i∗− est surjective, i.e. toute application con-
tinue sur la calotte sud s’e´tend a` toute la sphe`re. Ce n’est pas le cas de i∗+.
Son image est le sous-espace ferme´ C0(Sn−1, F ) forme´ par les applications
homotopes a` ze´ro.
On conside`re l’application continue [·] : C(Sn, F )→ pin(F ) qui assigne a` toute
g sa classe d’homotopie [g]. La suite d’applications continues
C(Dn+1, F )
i∗+ //C(Sn, F ) [·] // pin(F ) (2)
est exacte dans le sens ou` im i∗+ = ker [·], l’espace ker [·] e´tant par de´finition
C0(Sn−1, F ).
Lemme 3.3 L’application i∗+ admet une section bore´lienne
s : C0(Sn, F )→ C(Dn+1, F ).
De´monstration. On suppose F et Dn+1 munis d’une triangulation. Celle de
Dn+1 induit une triangulation sur son bord Sn. On notera Σ(∗, F ) l’espace de
fonctions qui sont simpliciales apre`s une subdivision barycentrique de l’espace
de de´part. On commence par remarquer que la restriction de i∗+ a` l’espace
Σ(Dn+1, F ) est a` fibres de´nombrables et son image est le bore´lien Σ(Sn, F ) ∩
C0(Sn, F ). Elle admet par le the´ore`me 2.1 une section bore´lienne:
b : Σ(Sn, F ) ∩ C0(Sn, F )→ Σ(Dn+1, F )
Soit α : C(Sn, F )→ Σ(Sn, F ) l’application d’approximation simpliciale bore´lienne
donne´e par le the´ore`me 2.5. L’application h : C(Sn, F )→ C([0, 1]×Sn) de´finie
par
h(f)(t, x) = tf(x) + (1− t)a(f)(x)
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est bore´lienne et co¨ıncide par construction avec a sur la sphe`re {0} × Sn. Par
recollement de h et b ◦ a on obtient une application bore´lienne s qui, compte
tenu que {0}×Dn+1 ∪ [0, 1]× Sn est home´omorphe au disque Dn+1, ve´rifie les
conditions requises par l’e´nonce´. 2
La paire (Sn,Dn) ayant le type l’homotopie de la sphe`re pointe´e (Sn, ∗), toute
application continue f ∈ C(Dn, F ) peut eˆtre e´tendue a` toute la sphe`re Sn de
sorte que la classe d’homotopie de l’extension soit un e´le´ment de pi1(F ) fixe´ a`
l’avance. Le re´sultat suivant montre que cette extension peut eˆtre choisie de
fac¸on bore´lienne:
Lemme 3.4 Pour tout γ ∈ pin(F ) il existe une application bore´lienne
sγ : C(Dn, F )→ C(Dn, F )
telle que, pour toute g ∈ C(Dn, F ), on a:
(1) g et sγ(g) co¨ıncident sur Sn−1;
(2) [g ∗ sγ(g)] = γ.
De´monstration. Soit A la sphe`re bord du disque a` coins [−1, 1]×Dn, et soient
A−, A+, et C les bases {−1} × Dn et {1} × Dn et la couronne [−1, 1] × Dn
respectivement. Pour tout sous-ensemble B ⊂ A on note rB l’application de
restriction de A a` B. On note Σ+γ (A,F ) le bore´lien de C(A,F ) forme´ par les
applications qui sont simpliciales sur A+ (modulo subdivision barycentrique)
et dont la classe d’homotopie est γ ∈ pin(F ). La restriction de rC∪A− au bore´lien
Σ+γ (A,F ) est a` fibres de´nombrables et posse`de donc une section bore´lienne que
l’on notera n. L’ensemble de de´finition de n est le sous-espace Σ∂(C∪A−, F ) de
C(C ∪A−, F ) forme´ par les applications qui sont simpliciales en restriction a`
{1}×Sn−1. Soient a et h comme dans la preuve du lemme pre´ce´dent. On de´finit
une application bore´lienne e : C(Dn, F )→ Σ∂(C ∪ A−, F ) par recollement de
f et h(f |Sn−1), puis on conside`re la composition n ◦ e : C(Dn, F ) → C(A,F ).
Enfin on de´finit sγ = rC∪A+ ◦n◦e(f). Cette application ve´rifie par construction
les conditions requises. 2
3.3 Triangulations de feuilletages
Soit (M,F) une varie´te´ compacte feuillete´e. Nous introduisons ici une notion
de triangulation de feuilletages, similaire a` celle de [19]. Notre de´finition est
ne´anmoins bien plus souple, en particulier une triangulation au sens de [19]
de´finit une triangulation selon notre de´finition.
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Piles. On conside`re un espace me´trique compact connexe Ω et un espace
bore´lien standard T . Une pile de (X,F) est donne´e par un bore´lien Π ⊂ X
et un isomorphisme bore´lien pi : Ω × T → Π tel que, pour tout t ∈ T , la
restriction pit : Ω → M de pi a` Ω × {t} est un plongement de Ω dans une
feuille de F . Les e´le´ments Ω, T et pi seront appele´s respectivement la base, la
verticale et le parame´trage de la pile. Les plaques de (Π, pi) sont les ensembles
Πt = pi(Ω× {t}).
Triangulations. Une triangulation bore´lienne (de classe Cr) de (M,F) est
une famille K = {KL|L ∈ F} de triangulations de classe Cr des feuilles de F
telle que pour chaque entier 0 ≤ p ≤ dimF il existe une quantite´ de´nombrable
de piles (de classe BCr):
pipi : ∆p × T pi → Σpi , i ∈ Ip
de base ∆p le p-simplexe standard et ve´rifiant les proprie´te´s suivantes:
(1) les plaques de pipi sont des p-simplexes de K.
(2) pour chaque p-simplexe σ existe un seul i ∈ Ip et un t ∈ Ti tel que
σ = pipi (·, t)(∆p). On note alors piσ l’home´omorphisme pipi (·, t) : ∆p → σ.
Par abus de langage on notera aussi K l’ensemble des simplexes de la tri-
angulation. C’est un complexe simplicial non connexe ni se´parable mais a`
composantes connexes se´parables. On note K(p) l’ensemble des simplexes de
dimension p de K, Kp l’ensemble des simplexes de dimension ≤ p et K[p]
l’ensemble des p-simplexes oriente´s, i.e. des paires forme´es par un p-simplexe
plus une orientation de celui-ci. Pour H ⊂ K on note |H| ⊂M la re´union des
simplexes de H. On a bien suˆr |K| = M .
Avec ces conditions l’ensemble K peut eˆtre identifie´ a` l’espace bore´lien stan-
dard ∪p,iT pi , les ensembles Kp et K(p) e´tant des bore´liens de K. L’ensemble
des p-simplexes oriente´s K[p] est muni e´galement d’une structure bore´lienne
standard qui fibre sur Kp avec une fibre a` deux points. On peut voir aussi K
comme e´tant le bore´lien de M forme´ par les barycentres de ses simplexes.
Cohomologie simpliciale. Soit (M,F) un feuilletage muni d’une triangu-
lation bore´lienne K. Soit Γ un groupe abe´lien bore´lien, i.e. un groupe abe´lien
muni d’une structure bore´lienne standard pre´serve´e par la somme et l’inversion.
Une p-cochaˆıne de K est une application bore´lienne c : K[p] → Γ telle que
c(−τ) = −c(τ), ou` −τ est le simplexe τ muni de l’orientation oppose´e. Le
cobord de c est la (p+ 1)-cochaˆıne de K de´finie par
dc(σ) =
∑
τ⊂σ
c(τ) , σ ∈ K[p+1]
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ou` τ parcourt l’ensemble des p-simplexes de K contenus dans σ et munis de
l’orientation induite par celui-ci. On ve´rifie de la fa con usuelle que d2c = 0
pour toute cochaˆıne c.
On note Cp(K,Γ) le groupe abe´lien des p-cochaˆınes de K et C∗(K,Γ) la
somme directe de ces groupes. Puisque la somme dans Γ est une ope´ration
bore´lienne, le cobord d’une cochaˆıne est bore´lien. On a donc un ope´rateur
nilpotent d : C∗(K,Γ) → C∗(K,Γ) dont la cohomologie est note´e H∗(K,Γ)
et appele´e cohomologie simpliciale de K a` valeurs dans Γ. On appelle comme
d’habitude p-cocycles et p-cobords les p-cochaˆınes de K appartenant respec-
tivement au noyau et a` l’image de d.
3.4 Le the´ore`me central
Soit (M,F) un feuilletage muni d’une triangulation mesurable K. On se fixe un
entier p compris entre 0 et dimF et on conside`re une application g : |Kp| → F
de classe BC0.
De´finition 3.5 Soit r > p. On dira que g est r-extensible s’il existe une
application g¯ : |Kr| → F de classe BC0 qui co¨ıncide avec g en restriction a`
|Kp|.
On va e´tudier dans cette section le proble`me de l’extensibilite´ d’une telle
application g. Pour cela il est utile de de´couper le p-squelette en piles de
p-simplexes, de sorte que nous pouvons voir g indiffe´remment comme une
application g? : Kp+1 → C(Sp, F ) ou comme une application g? : Kp →
C(Dp, F ), toutes les deux bore´liennes. Ces deux points de vue sont e´quivalents
en vertu de la proposition 2.3.
Pour chaque (p+ 1)-simplexe oriente´ σ ∈ K[p+1] on conside`re:
c(g)(σ) = [g∗(σ)] ∈ pip(F ).
On de´finit ainsi (p + 1)-cochaˆıne c(g) ∈ Cp+1(K; pip(F )) qui s’ave`re eˆtre un
cocycle (cf. [27]) que l’on appelle commune´ment cocycle d’obstruction. Le
the´ore`me suivant constitue le cœur de la the´orie de l’obstruction feuillete´e:
The´ore`me 3.6 Les trois proprie´te´s suivantes sont ve´rifie´es:
(1) Le cocycle c(g) = 0 si et seulement si g est (n+ 1)-extensible.
(2) Soient g0, g1 : |Kp| → F deux applications de classe BC0 qui sont BC0-
homotopes en restriction a` |Kp−1|. Pour une telle homotopie h il existe
une p-cochaˆıne ω(g0, h, g1) ∈ Cp(K, pip(F )) telle que:
dω(g0, h, g1) = c(g0)− c(g1)
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En particulier [c(g0)] = [c(g1)] ∈ Hp+1(K, pip(F )). On appelle ω(g0, g1) la
cochaˆıne diffe´rence.
(3) Soit g0 : |Kp| → F une application de classe BC0. Pour toute p-cochaˆıne
ω ∈ Cp(K; pip(F )) il existe une application g1 : |Kp| → F de classe BC0
qui co¨ıncide avec g0 sur |Kp−1| et telle que:
ω = ω(g0, g1).
De´monstration. Les trois conditions sont des corollaires plus ou moins directs
des lemmes 3.3, 3.2 et 3.4. On reprend donc les notations introduites au §3.2.
Preuve de 1: Il est clair que si g est (p + 1)-extensible alors g? est a` valeurs
dans C0(S
p, F ) et c(g) = 0. Re´ciproquement si g? est a` valeurs dans C0(S
p, F ),
on de´finit une extension g˜ de g en posant g˜? = s ◦ g?.
Preuve de 2: Soit h? : Kp → C(Sp−1×[0, 1], F ) l’application bore´lienne associe´e
a` l’homotopie h. La cochaˆıne ω(g0, h, g1) = [g
?
0∗h?g?1] ve´rifie la condition requise
d’apre`s le lemme 3.2.
Preuve de 3: Il suffit de poser g?1(σ) = sα ◦ g?0(σ) si ω(σ) = α. L’application g?1
est bien bore´lienne puisque pi1(F ) est de´nombrable. 2
Conside´rons un deuxie`me feuilletage (N,G) muni d’une triangulation bore´lienne
L, et soit φ : M → N une application de classe BC0 simpliciale le long
de chaque feuille. Elle de´termine de la fac¸on usuelle un homomorphisme de
cochaˆınes φ] : C∗(L,Γ) → C∗(K,Γ) pour n’importe quel groupe abe´lien
bore´lien Γ. La preuve du re´sultat suivant est comple`tement standard (voir
par exemple [27,20]):
The´ore`me 3.7 Soit g : |Lp| → F une application de classe BC0. Alors g◦φ :
|Kp| → F est de classe BC0 et on a
c(g ◦ φ) = φ](c(g)).
4 Classes caracte´ristiques feuillete´es
Les de´veloppements de la section pre´ce´dente peuvent eˆtre ge´ne´ralise´s au cas
des fibre´s localement triviaux sur M ayant une fibre simpliciale. Nous suiv-
rons dans la mesure du possible la de´marche de´crite par Steenrod [27] suiv-
ant les travaux de Eilenberg [14]. On se fixe ici un feuilletage (M,F) muni
d’une triangulation K, et on conside`re un fibre´ topologique localement trivial
ξ = (E, p,M, F ) dont la fibre F est un espace connexe localement compact
triangulable et simple.
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Avant de continuer on fixe quelques points de vocabulaire:
(1) Une p-section de ξ est une section de ξ de´finie sur |Kp|. On supposera
que toutes les sections sont de classe BC0. On dira qu’une telle section
est r-extensible (r > p) s’il existe une r-section de classe BC0 de ξ qui
co¨ıncide avec g sur le p-squelette.
(2) Deux p-sections g0 et g1 de ξ de classe BC
0 sont homotopes s’il existe une
application h : |Kp| × [0, 1]→ E de classe BC0 telle que:
(a) h(·, t) est une p-section (a fortiori de classe BC0 de ξ pour tout
t ∈ [0, 1].
(b) h(·, 0) = g0 et h(·, 1) = g1.
4.1 Cohomologie simpliciale a` valeurs dans un fibre´ de coefficients.
Un fibre´ de coefficients sur M est un fibre´ principal Γ dont la fibre est un
groupe discret de´nombrable Γ. Pour tout x ∈M on notera Γx la fibre de Γ au
dessus de x; si x est le barycentre d’un simplexe σ de K on posera Γx = Γσ.
Soit ξ un fibre´ dont la fibre est un complexe simplicial simple F . On note
Πp(ξ) ou tout simplement Πp le fibre´ de coefficients associe´ a` ξ ayant pour
fibre le groupe pip(F ). Il est de´fini en remplac¸ant un cocycle de ξ, qui est a`
valeurs dans Aut(F ), par le cocycle a` valeurs dans Aut(pip(F )) obtenu par
passage aux classes d’homotopie.
Une p-cochaˆıne de K a` valeurs dans Γ est une application bore´lienne
c : K[p] → Γ
telle que c(σ) ∈ Γσ et c(−σ) = −c(σ). L’espace des p-cochaˆınes est un groupe
abe´lien dont la structure est donne´e par celle de Γ et que l’on notera Cp(K;Γ).
La trivialite´ locale permet une identification entre les groupes Γσ et Γτ pour
toute face τ de σ. On peut ainsi de´finir le cobord d’une p-cochaˆıne c de K par
la formule
dc(σ) =
∑
τ⊂σ
c(τ) , σ ∈ K[p+1] (3)
ou` τ parcourt les p-faces de σ munies de l’orientation induite par celle-ci.
Puisque Γ est discret et σ est simplement connexe, l’identification entre Γσ
et Γτ est inde´pendante de la trivialisation choisie. Le cobord est donc un
morphisme de groupes bien de´fini d : Cp(K,Γ)→ Cp+1(K,Γ). On ve´rifie aussi
de la fac¸on usuelle que d2 = 0; la cohomologie du morphisme d est appele´e
cohomologie simpliciale de K a` valeurs dans Γ et note´e H∗(K,Γ).
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4.2 Obstruction a` l’extensibilite´ des sections
On se fixe un fibre´ localement trivial ξ = (E, p,M, F ) au dessus de M comme
ci-dessus et on conside`re g : |Kp| → E une p-section de classe BC0 de ξ. En se
fixant une trivialisation de ξ au dessus de chaque (p+ 1)-simplexe σ ∈ K(p+1)
on identifie la fibre Fx avec Fσ pour tout x ∈ σ ou` Fσ est la fibre de ξ au
dessus du barycentre de σ, on peut voir la restriction de g a` ∂σ comme une
application g?(σ) ∈ C(Sp, Fσ). En prenant la classe d’homotopie de g?(σ) on
de´finit une (p + 1)-cochaˆıne de K a` valeurs dans le p-fibre´ de coefficients Πp
de ξ:
c(g) : σ ∈ K[p+1] → [g?(σ)] ∈ Πp.
On remarque alors que puisque F est simple, la classe d’homotopie de g?(σ)
est inde´pendante de la trivialisation choisie. Nous avons dans ce cadre plus
ge´ne´ral un e´quivalent du the´ore`me 3.6, avec une preuve tout a` fait analogue
a` celle de´veloppe´e au § 3.4:
The´ore`me 4.1 Les quatre proprie´te´s suivantes sont ve´rifie´es:
(1) Le cocycle c(g) = 0 si et seulement si la section g est (n+ 1)-extensible.
(2) Soient g0 et g1 sont deux p-sections de classe BC
0 de ξ qui sont homo-
topes en restriction a` |Kp−1|. Pour une telle homotopie h il existe une
p-cochaˆıne ω(g0, h, g1) ∈ Cp(K;Πp) telle que:
dω(g0, h, g1) = c(g0)− c(g1)
En particulier [c(g0)] = [c(g1)] ∈ Hp+1(K;Πp).
(3) Soit g0 une p-section de classe BC
0 de ξ. Pour toute p-cochaˆıne bore´lienne
ω ∈ Cp(K;Πp) existe une p-section de classe BC0 g1 de ξ de classe BC0
qui co¨ıncide avec g0 sur |Kp−1| et telle que:
ω = ω(g0, g1).
Soit (N,G) un feuilletage muni d’une triangulation bore´lienne L et soit ξ′ =
(E ′, p′, N, F ) un deuxie`me fibre´ topologique localement trivial de fibre F . Un
morphisme bore´lien entre ξ et ξ′ est une application Φ : E → E ′ de classe
BC0 qui envoie home´omorphiquement fibre sur fibre. Elle induit donc une
application φ : M → N entre les bases de´finie par p′ ◦Φ = φ◦p. Le morphisme
Φ est dit simplicial si l’application φ est simpliciale. Nous avons:
The´ore`me 4.2 Soit Φ : ξ → ξ′ un morphisme simplicial et soit g′ : |Lp| →
E ′ une p-section bore´lienne de ξ′. Alors il existe une et une seule p-section
bore´lienne g de ξ telle que Φ ◦ g = g′ ◦ φ et on a:
φ](c(g′)) = c(g).
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4.3 Classe caracte´ristique feuillete´e
Le the´ore`me 4.1 permet la construction topologique des classes caracte´ristiques
feuillete´es d’un fibre´, comme dans [27]. On notera de´sormais p le plus petit
entier pour lequel le groupe pip(F ) est non trivial.
Lemme 4.3 Soit ξ un fibre´ localement trivial de fibre simple F au dessus de
M . Les deux proprie´te´s suivantes sont ve´rifie´es:
(1) ξ posse`de une (p− 1)-section de classe BC0.
(2) Deux (p− 1)-sections de classe BC0 de ξ sont homotopes.
De´monstration. L’existence de (p − 1)-sections de classe BC0 de´coule de
l’existence de 0-sections, puis d’une re´currence sur p en utilisant le the´ore`me
4.1. Mais l’existence de 0-sections de classe BC0 est pratiquement triviale car,
|K0| e´tant une transversale bore´lienne, la continuite´ le long des feuilles est
automatique, et il est tre`s facile construire une section bore´lienne d’un fibre´
localement trivial au dessus d’un espace a` base de´nombrable, en l’occurrence
M : on prend une suite Ui d’ouverts trivialisants de ξ et on de´finit des sections
bore´liennes sur U0, U1 − U0, U2 − (U1 ∪ U0) et ainsi de suite, qui se recollent
entre elles en une section bore´lienne de ξ, qu’on restreint ensuite a` |K0|.
Pour montrer que deux (p − 1)-sections g0 et g1 de ξ sont homotopes, on
conside`re la varie´te´ a` bord M × [0, 1] munie du feuilletage F × [0, 1] dont les
feuilles sont le produit de celles de F par l’intervalle [0, 1]. La triangulation
K de´finit des triangulations des feuilletages (M,F) × 0 et (M,F) × 1 qui
s’e´tendent de manie`re e´vidente a` une triangulation K′ du feuilletage (M,F)×
[0, 1]. On remarque alors que l’homotopie h cherche´e n’est autre chose qu’une
p-section du fibre´ ξ × [0, 1], pull-back de ξ par la projection M × [0, 1]→ M .
Plus pre´cise´ment, c’est la restriction d’une p-section de ξ × [0, 1] au sous-
complexe |Kp−1|×[0, 1] de |K′| qui co¨ıncide avec g0 et g1 sur les bases |Kp−1|×0
et |Kp−1| × 1. Elle existe d’apre`s la proprie´te´ 1 de´montre´e ci-dessus. 2
Soient g0 et g1 deux (p − 1)-sections de classe BC0 de ξ. On conside`re une
homotopie h entre g0 et g1 comme celle donne´e par le lemme pre´ce´dent. Soient
et gˆ0 et gˆ1 deux p-extensions de g0 et g1 respectivement. Il existe en vertu du
the´ore`me 4.1(2) une p-cochaˆıne diffe´rence ω(g0, h, g1) ∈ Cp(K,Πp) telle que
dω(g0, h, g1) = c(g0)− c(g1). En particulier la classe de cohomologie:
c(ξ,K) = [c(gˆ0)] = [c(gˆ1)]
ne de´pend ni des (p−1)-sections ni des p-extensions choisies. C’est une classe
canoniquement associe´e au fibre´ ξ et a` la triangulation K. Cette classe est
appele´e la classe caracte´ristique simpliciale de ξ.
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Nous avons le corollaire suivant du the´ore`me 4.1:
The´ore`me 4.4 Soit ξ un fibre´ localement trivial de fibre simple F et (M,F)
un feuilletage de dimension n. Si pip(F ) = 0 pour tout p ≤ n − 2, alors la
classe c(ξ,K) = 0 si et seulement si le fibre´ ξ posse`de une section de classe
BC0.
5 Preuve des the´ore`mes A, B, C, D et E
Nous appliquons les re´sultats de´montre´s dans les sections pre´ce´dents a` la
preuve des the´ore`mes annonce´s dans l’introduction.
5.1 Mesures transverses invariantes
Soit (M,F) un feuilletage sur une varie´te´ compacte. Une transversale bore´lienne
de (M,F) est un bore´lien de M qui rencontre toute feuille le long d’un ferme´
discret de cette feuille. Deux transversales T et S sont isomorphes s’il existe
une transformation bijective bi-bore´lienne γ : T → S telle que γ(x) est dans
la meˆme feuille que x pour tout x ∈ T .
Une mesure transverse est une application σ-additive µ qui assigne a` chaque
transversale bore´lienne T de (M,F) un nombre µ(T ) ∈ [0,∞]. Une telle
mesure est invariante si µ(T ) = µ(S) pour toute paire de transversales bore´liennes
isomorphes T et S. Elle sera dite finie si µ(T ) < ∞ pour toute transversale
bore´lienne compacte T . On appellera dans la suite feuilletage mesure´ tout
feuilletage muni d’une mesure transverse invariante finie µ.
Le lemme suivant clarifie la signification de l’invariance d’une mesure trans-
verse. Sa preuve, comple`tement e´le´mentaire, est laisse´e au lecteur.
Lemme 5.1 Soit T et S deux transversales mesurables de (M,F) et α : T →
S une transformation mesurable telle que f(x) ∈ Lx pour tout x ∈ T . Soit
µ une mesure transverse invariante sur (M,F). Alors pour toute fonction
f ∈ L1(T, µ) on a:
∫
T
f(x)dµ(x) =
∫
S
 ∑
x∈α−1(y)
f(x)
 dµ(y).
Un ensemble A ⊂ M est dit F-sature´ ou tout simplement sature´ s’il est
re´union de feuilles de F . Un sature´ A est µ-ne´gligeable si toute transversale
bore´lienne T ⊂ A est de mesure nulle.
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De´finition 5.2 Un objet de´finit sur (M,F , µ) sera dit de classe MC0 (pour
mesurable et continu) s’il existe un bore´lien sature´ µ-ne´gligeable A ⊂ M tel
que l’objet est de classe BC0 (i.e. globalement bore´lien et continu le long des
feuilles) en restriction a` M − A.
On termine ce paragraphe en rappelant la notion de mesure ergodique.
De´finition 5.3 Une mesure transverse invariante µ sur (M,F) est dite er-
godique si pour tout bore´lien sature´ A, soit lui soit son comple´mentaire est
µ-ne´gligeable. Un feuilletage muni d’une mesure ergodique est appele´ un feuil-
letage mesure´ ergodique.
5.2 Triangulations et champs µ-finis
Soit (M,F , µ) un feuilletage mesure´. Une triangulation K de (M,F) est dite
µ-finie si µ(K(p)) < ∞ pour tout p. On peut trouver une preuve du re´sultat
suivant dans [19]:
Proposition 5.4 Tout feuilletage mesure´ (M,F , µ) de classe Cr posse`de une
triangulation µ-finie de classe Cr.
On appellera champ tangent toute section X du fibre´ tangent TF continue le
long des feuilles. On conside´rera deux types de champs tangents:
(i) Ceux de classe BC0 qui sont globalement bore´liens entant qu’applications
de M dans TF ;
(ii) Ceux de classe MC0 qui sont bore´liens quitte a` enlever un sature´ µ-
ne´gligeable de M .
On notera OX l’ensemble des ze´ros de X. Un champ tangent X est dit trans-
verse ou a` ze´ros isole´s si la trace de OX sur µ-presque toute feuille est un ferme´
discret de la feuille. On remarquera que le caracte`re ferme´ de´coule automa-
tiquement de la continuite´ de x le long de la feuille. Si X est de classe BC0
alors OX est une transversale bore´lienne, tandis qu’en classe MC
0 l’ensemble
OX est seulement mesurable, i.e. bore´lien modulo un sous-ensemble de mesure
nulle. L’indice local indX(x) est en tout cas bien de´fini pour µ-presque tout
x ∈ OX et de´termine une fonction mesurable sur OX.
De´finition 5.5 Un champ tangent transverse x est dit µ-fini si la fonction
indice indX ∈ L1(OX, µ). Dans ce cas l’inte´grale ∫OX indX dµ est un nombre
re´el que nous appellerons indice moyen du champ par rapport a` µ.
21
5.3 Un peu d’homologie
On se fixe une triangulation µ-finie K sur le feuilletage mesure´ (M,F , µ), ainsi
qu’un isomorphisme bore´lien K ' [0, 1] dont l’utilite´ est de munir l’espace des
simplexes d’un ordre bore´lien. Cet ordre permet de de´finir des applications
bord bore´liennes ∂i : K[p+1] → K[p] telles que ∂0(σ), ∂1(σ), . . . , ∂p+1(σ) sont les
p-faces de σ e´crites en ordre croissant et munies des orientations induites.
On veut de´finir le complexe (C∗(K,R), ∂) des chaˆınes bore´liennes re´eles de K.
Pour cela prenons un (p− 1)-simplexe oriente´ τ ∈ K[p−1]. Puisque les feuilles
sont localement compactes, l’e´toile de τ est finie, i.e. il existe un nombre
fini de p-simplexes oriente´s σ tels que τ = ∂iσ. Alors pour toute cochaˆıne
z ∈ Cp−1(K,R) la somme finie
z˜(τ) =
∑
τ=∂iσ
z(σ).
de´finit un e´le´ment z˜ ∈ Cp−1(K,R). On de´finit le complexe des chaˆınes en
posant Cp(K,R) = Cp(K,R) pour tout p ∈ N et ∂z = z˜ ∈ Cp−1(K,R)
pour tout z ∈ Cp(K,R). L’homologie de ce complexe est appele´e l’homologie
bore´lienne re´elle de K et note´e H∗(K,R).
5.4 L’indice de Kronecker
De´finition 5.6 Soient c ∈ Cp(K;R) et z ∈ Cp(K;R) une p-cochaˆıne et une
p-chaˆıne. On de´finit l’indice de Kronecker global ou moyen de z et c par:
〈c, z〉µ = 1
2
∫
K[p]
c(σ) · z(σ) dµ(σ)
On introduit le facteur 1
2
pour compenser le fait que l’on inte`gre deux fois la
valeur c(σ) · z(σ) = c(−σ) · z(−σ). Remarquons que l’inte´grale ci-dessus n’est
pas toujours de´finie ni finie. Une paire cochaˆıne-chaˆıne (c, z) sera dite µ-finie
si
∫ |c · z|dµ <∞. Dans ce cas 〈c, z〉µ est un nombre re´el bien de´fini.
Proposition 5.7 Soit c ∈ Cp−1(K;R) et z ∈ Cp(K;R) des (co)chaˆınes de K.
Si les paires (dc, z) et (c, ∂z) sont µ-finies alors:
〈dc, z〉µ = 〈c, ∂z〉µ.
De´monstration. Soit ∂i : K[p] → K[p−1] les applications face. Rappelons qu’elles
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sont mesurables. Nous avons:
〈dc, z〉µ =
∫
K[p]
dc(σ) · z(σ) dµ(σ) =∑
i
∫
K[p]
c(∂iσ) · z(σ) dµ(σ)
〈c, ∂z〉µ =
∫
K[p−1]
c(τ) · ∂z(τ) dµ(τ) =∑
i
∫
K[p−1]
∑
∂iσ=τ
c(τ) · z(σ) dµ(τ)
En appliquant le lemme 5.1 a` la fonction f : K[p] → R de´finie par f(σ) =
c(∂iσ) · z(σ) et a` la transformation α = ∂i, on obtient l’e´galite´ entre les termes
respectifs des sommes a` droite. Ceci de´montre la proposition. 2
5.5 Orientation et cycle fondamental
On note O(F) le reveˆtement des orientations de F ; c’est un reveˆtement a` deux
feuillets de M feuillete´ par les reveˆtements des orientations des feuilles. Une
orientation bore´lienne de F est une section o de O(F) de classe BC0. Le feuil-
letage est bore´liennement orientable s’il posse`de une orientation bore´lienne. Il
est clair qu’une orientation au sens classique du fibre´ vectoriel TF de´finit
une orientation bore´lienne de F , autrement dit un feuilletage orientable est
bore´liennement orientable.
Une orientation bore´lienne o de (M,F) de´finit une orientation sur chaque
feuille, et en particulier sur les n-simplexes d’une triangulation K. On note
1 = 1o la n-chaˆıne bore´lienne qui vaut 1 sur les n-simplexes de K munis de
l’orientation o. Il est bien connu qu’il s’agit d’un cycle que nous appellerons
le cycle fondamental de (M,F) (relatif a` l’orientation o).
5.6 Preuve du the´ore`me A
E´tape I
On de´finit la caracte´ristique d’Euler d’une une triangulation µ-finie K de
(M,F) par:
χ(K, µ) =∑
i
(−1)iµ(K(i)) =
∫
K
(−1)dimσdµ(σ).
Dans cette premie`re e´tape nous prouvons le lemme suivant:
Lemme 5.8 Si K est une triangulation de classe C2 de (M,F , µ) alors il
existe un champ tangent Z de classe BC0, µ-fini et a` ze´ros isole´s sur (M,F , µ)
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tel que
χ(K, µ) =
∫
OZ
indZ(x) dµ(x).
De´monstration. Soient K′ = sd(K) et K′′ = sd2(K) les premie`re et deuxie`me
subdivisions barycentriques de K. Tout sommet v ∈ K′′0 est dans l’inte´rieur
d’un seul simplexe de K. On note η(v) le barycentre de ce simplexe. Nous avons
ainsi une application mesurable η : K′′0 → K′0 qui engendre par line´arite´ une
application simpliciale η : |K′′| → |K′|. Pour tout x ∈ |K′′| le point η(x)
est dans le meˆme simplexe que x de sorte que le chemin line´aire oriente´ cx
d’origine x et extre´mite´ η(x) est bien de´fini. Ce chemin est de classe C1 car la
triangulation est de classe C2. On note Z(x) le vecteur tangent a` cx en x. Ceci
de´finit un champ de vecteurs tangents aux feuilles dont les singularite´s corre-
spondent aux barycentres des simplexes de K, et on peut ve´rifier facilement
l’identite´ suivante:
indZ(σ) = (−1)dimσ (4)
ou` indZ(σ) de´signe l’indice de Z au barycentre de σ. En effet Z pointe vers le
barycentre de σ en tout point de l’inte´rieur de σ. Par conse´quent −Z pointe
vers le barycentre de σ aux points inte´rieurs des simplexes de K′′ transverses
a` σ. Le champ Z a donc pour varie´te´ stable au point singulier σˆ le simplexe σ.
Mais il est bien connu que l’indice d’une telle singularite´ est e´gale a` la parite´
de la dimension de sa varie´te´ stable. Ceci montre l’identite´ (4). On comple`te
la preuve du lemme en inte´grant l’identite´ (4) par rapport a` µ. 2
E´tape II
Soit maintenantX un champ tangent µ-fini et a` ze´ros isole´s. Quitte a` de´former
le´ge`rement la triangulation K on peut supposer que OX ne rencontre pas le
(n−1)-squelette |Kn−1|. Ce champ de´termine donc par restriction une (n−1)-
section de T 1F que nous notons gX. Pour tout n-simplexe σ ∈ K[n] muni de
l’orientation induite par celle du feuilletage on a par de´finition:
c(g)(σ) =
∑
x∈OX∩σ
indX(x).
En inte´grant sur K[n] l’identite´ ci-dessus on obtient:
〈c(gX),1〉µ = 1
2
∫
K[n]
c(gX)(σ) · 1(σ) dµ(σ) =
∫
OX
indX(x) dµ(x)
Conside´rons maintenant le champ Z de l’e´nonce´ du lemme 5.8. Les cocycles
d’obstruction c(gX) et c(gZ) sont cohomologues d’apre`s le the´ore`me 4.1. En
appliquant la proposition 5.7 on obtient:
χ(K, µ) = 〈c(gZ),1〉µ = 〈c(gX),1〉µ =
∫
OX
indX(x) dµ(x).
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E´tape III
On conclut la preuve du the´ore`me par le lemme suivant:
Lemme 5.9 Soit K une triangulation µ-finie de (M,F). Alors:
χ(M,F , µ) = χ(K, µ).
De´monstration. La caracte´ristique d’Euler de (M,F , µ) est par de´finition l’ac-
couplement de la classe d’Euler e(TF) ∈ Hn(M,Z) avec la classe de Ruelle-
Sullivan [Cµ] ∈ Hn(M,R). L’identite´ de i : M → M est evidemment une
application BT entre le feuilletage F et le feuilletage a` une seule feuille M .
Si L est une triangulation de M alors par un raisonement analogue a` celui du
the´ore`me 2.5 on peut construire une triangulation K de (M,F) et une BT -
application simpliciale h : |K| → |L| qui est une approximation simplicale de
i en restriction aux feuilles. Nous avons alors un diagramme commutatif:
Hn(L,R) h∗ //
〈·,[Cµ]〉
''OO
OOO
OOO
OOO
OO
Hn(K,R)
〈·,1〉µ

R
Mais il est bien connu que la classe e(TF) n’est autre que la classe car-
acte´ristique c(T 1F ,L) qui, d’apre`s le the´ore`me 4.2 est envoye´e par h∗ sur
la classe caracte´ristique feuillete´e c(T 1F ,K). Compte tenu de ce qui a e´te´
de´montre´ dans l’e´tape II, on en de´duit que:
χ(M,F , µ) = 〈e(TF), [Cµ]〉 = 〈c(T 1F ,K),1〉µ = χ(K, µ),
ce qui comple`te la preuve du lemme. 2
5.7 Preuve du the´ore`me B
L’implication (2)⇒(1) est la plus facile; c’est un corollaire du the´ore`me A.
En effet soit X un champ tangent µ-fini a` ze´ros isole´s non de´ge´ne´re´s, la non
de´ge´ne´rescence d’un ze´ro signifie que son indice local est ±1; c’est le cas par
exemple du champ tangent Z construit dans le lemme 5.8. Si µ(OX) < ² alors
|χ(M,F , µ)| ≤ µ(OX) < ². Si pour tout ² > 0 on peut trouver X ve´rifiant
cela, alors χ(M,F , µ) = 0.
Nous prouvons dans ce qui suit l’implication (1)⇒(2). On se fixe donc un
feuilletage mesure´ ergodique (M,F , µ) a` caracte´ristique d’Euler nulle, muni
d’une triangulation µ-finie K.
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Quelques notations et une proposition technique
On supposera que (M,F , µ) est munie d’une orientation et que les n-simplexes
de K sont munis de l’orientation induite. De cette fac¸on on peut voir toute
n-cochaˆıne comme une fonction bore´lienne c : K(n) → R de´finie sur les n-
simplexes non oriente´s. Pour tout bore´lien A ⊂ K(n) on notera 1A la cochaˆıne
qui vaut 1 sur A et 0 partout ailleurs. Remarquons par exemple que le cycle
fondamental 1 = 1K(n) . On notera ||c|| =
∫ |c|dµ la norme L1(µ) de la cochaˆıne
c. On commence par de´montrer la proposition suivante:
Proposition 5.10 Soit c ∈ Cn(K;Z) une n-cocycle dont toutes les valeurs
non nulles sont ±1. Si 〈c,1〉µ = 0 alors il existe une suite de (n−1)-cochaˆınes
ηr telle que
lim
r→∞ ||c− dηr|| = 0.
Preuve de la proposition 5.10
Un chemin de n-simplexes est une suite σ1 . . . σk de n-simplexes telle que σi et
σi+1 ont une face principale commune pour tout i. Les (n− 1)-faces σi ∩ σi+1
d’un chemin seront suppose´s munies de l’orientation induite par σi+1, qui
est l’oppose´e de celle induite par σi. On remarque enfin que l’on peut voir
l’ensemble des chemins comme un bore´lien de ∪k(K(n))k.
Soit c ∈ Cn(K;Z) ve´rifiant les conditions de l’e´nonce´. Notons T+(c) et T−(c)
les bore´liens de K(n) sur lesquels c prend respectivement les valeurs +1 et −1.
Remarquons que puisque 〈c,1〉µ = 0 alors on a µ(T+(c)) = µ(T−(c)). On peut
supposer que µ(T+(c)) > 0 car dans le cas contraire il n’y a rien a` prouver.
Lemme 5.11 Pour µ-presque tout σ ∈ T−(c) il existe un chemin de n-simplexes
σ1 . . . σn tel que σ = σ1 et σn ∈ T+(c).
De´monstration. Soient A+ et A− les sature´s de M forme´s par les feuilles de
F qui rencontrent respectivement T+(c) et T−(c). Puisque ces deux bore´liens
sont de mesure positive et que la mesure µ est ergodique, le sature´ A+ ∩ A−
est de mesure totale, ce qui implique le lemme. 2
On suppose que K est de´finie par une famille de prismes pipi (i ∈ Ip) comme
au §3.3, et on conside`re l’application bore´lienne naturelle i : K(n) → In qui
assigne a` chaque n-simplexe de K l’indice du prisme auquel il appartient. On
dira qu’un chemin σ1 . . . σk ∈ Ck est de type α ∈ Ikn si i(σl) = αl pour tout l.
Lemme 5.12 Deux chemins de meˆme type co¨ıncident ou sont disjoints.
De´monstration. On raisonne par re´currence sur la longueur des chemins. Le
re´sultat est e´vident pour les chemins de longueur 1. Supposons qu’il est vrai
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pour les chemins de longueur k − 1. Il a alors deux cas:
a) σ1 ∩ σ′1 6= ∅, donc σ1 = σ′1. Alors puisque deux faces principales d’un
simplexe sont d’intersection non vide, on a σ2 ∩ σ′2 6= ∅, donc σ2 = σ′2 et
on conclut par l’hypothe`se de re´currence.
b) Le meˆme raisonnement montre que σ1 6= σ′1 implique σ2 6= σ′2 et on
conclut comme pre´ce´demment que les deux chemins sont disjoints. 2
Pour tout i ∈ In on de´signe T i±(c) = T±(c) ∩ pini , le bore´lien des n-simplexes
de T± de type i. On notera D(c) l’ensemble de tous les chemins reliant un
n-simplexe de T−(c) a` un n-simplexe de T+(c). Tout chemin de n-simplexes
σ1 . . . σk ∈ D(c) de´termine de fac¸on e´vidente une (n − 1)-cochaˆıne a` support
dans les faces du chemin et dont le cobord est 1σk − 1σ1 . En vertu du lemme
pre´ce´dent on peut recoller les cochaˆınes correspondant aux chemins de meˆme
type α = i1 . . . ik pour obtenir une cochaˆıne bore´lienne ω
c
α dont le cobord est
la n-cochaˆıne 1
T
ik
+ (c)
− 1
T
i1
− (c)
.
On nume´rote de fac¸on arbitraire les types de chemins et on de´signe par α(c) =
i1(c) . . . ik(c) le premier type α tel que ||dωcα|| > 0, et on pose:
cˆ = c− dωcα(c).
Lemme 5.13 Le cocycle cˆ ve´rifie les hypothe`ses de la proposition 5.10. De
plus on a:
i) T±(cˆ) ⊂ T±(c);
ii) α(cˆ) > α(c).
De´monstration. Par hypothe`se c = 1T+(c) − 1T−(c). On aura alors:
cˆ = (1T+(c) − 1T−(c))− (1T ik(c)+ (c) − 1T i1(c)− (c))
= 1
T+(c)−T ik(c)+ (c)
− 1
T−(c)−T i1(c)− (c)
ce qui montre que les seules valeurs non nulles de cˆ sont ±1 et qui e´tablit la
proprie´te´ (i). De plus d’apre`s la proposition 5.7 on a 〈cˆ,1〉µ = 〈c,1〉µ = 0.
Par ailleurs on a:
T−(cˆ) = T−(c)− T i1(c)− (c) et T+(cˆ) = T+(c)− T ik(c)+ (c)
donc il n’existe aucun chemin de D(cˆ) de type α(c). La cochaˆıne ωcˆα(c) ve´rifie
alors ||dωcˆα(c)|| = 0, ce qui implique α(cˆ) > α(c) par de´finition. 2
De´finissons deux suites par re´currence:
(1) c0 = c et η0 = ω
c
α(c);
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(2) cr+1 = cˆr = c− dηr et ηr+1 = ηr + ωcrα(cr).
La proposition 5.10 revient donc a` prouver:
Lemme 5.14 limr→∞ ||cr|| = 0.
De´monstration. On conside`re un chemin quelconque σ1 . . . σk ∈ D(c) de type
α. Puisque α(cr+1) > α(cr) il existe un r tel que α(cr) > α. En particulier
cr(σ1) = cr(σ) = 0. Par conse´quent l’ensemble ∩rT−(cr) est compose´ seulement
des σ ∈ T−(c) dont il ne part aucun chemin arrivant sur T+(c). Sa mesure est
nulle d’apre`s le lemme 5.11. Par conse´quent:
lim
r→∞ ||cr|| = limr→∞ 2µ(T−(cr)) = 0. 2
Fin de la preuve du the´ore`me B
Soit Z un champ tangent µ-fini a´ ze´ros non de´ge´ne´re´s. Quitte a` faire une
subdivision de K puis a` de´former un peu le champ Z on peut supposer que
T0 et T1 ne rencontrent pas le (n − 1)-squelette de K et que tout n-simplexe
contient tout au plus un ze´ro de Z. Le champ Z de´termine alors une (n− 1)-
section gZ du fibre´ en sphe`res T
1F dont le cocycle d’obstruction c(gZ) ne
prend que des valeurs ±1 et 0. De plus d’apre`s le the´ore`me A on a:
0 = χ(M,F , µ) =
∫
OZ
indZ(x)dµ(x) = 〈c(gZ),1〉µ.
Le cocycle c = c(gZ) ve´rifie alors les conditions du lemme pre´ce´dent, et il est
donc limite (pour la norme L1(µ)) d’une suite de cobords dωr. Mais d’apre`s la
proprie´te´ (2) du the´ore`me 4.1 il existe pour chaque ωr une (n−1)-section gr de
T 1F telle que ωr est la cochaˆıne diffe´rence ω(gr, gZ)). Les cocyles d’obstruction
c(gr) sont a` valeurs dans {+1, 0,−1} et nous avons limr→∞ ||c(gr)|| = 0. En
vertu du the´ore`me 4.1 on peut e´tendre gr en un champ tangent sans ze´ro au
dessus des simplexes ou` c(gr) s’annule. On peut l’e´tendre aussi par line´arite´
au dessus des autres n-simplexes, mais avec une singularite´ non de´ge´ne´re´e au
barycentre du simplexe. Le re´sultat est une suite de champs tangents µ-finis
Xr a` ze´ros non de´ge´ne´re´s qui ve´rifie:
lim
r→∞µ(OXr) ≤
∫
OXr
|indXr |dµ = limr→∞ ||c(gr)|| = 0
ce qui comple`te la preuve du the´ore`me B.
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5.8 Preuve du the´ore`me C
Un feuilletage mesure´ triangule´ (M,F , µ) est hypercompact s’il posse`de une
filtration compacte simpliciale, i.e. une suite croissante de bore´liens simpliciaux
a` feuilles compactes Bn ⊂M telle que M −∪nBn est un sature´ µ-ne´gligeable.
Le re´sultat suivant est un corollaire facile du the´ore`me de Connes-Feldman-
Weiss. Dans [6] le lecteur pourra en trouver une preuve:
Proposition 5.15 Un feuilletage mesure´ est hypercompact si et seulement si
il est moyennable.
On se fixe un feuilletage mesure´ ergodique orientable (M,F , µ) qui est moyennable
et a` caracte´ristique d’Euler nulle. On suppose qu’il est muni d’une triangula-
tion µ-finie K, d’une filtration compacte simpliciale Bn comme ci-dessus, et
d’une (n− 1)-section s de T 1F dont le cocycle d’obstruction c(s) est a` valeurs
dans {+1, 0,−1}. D’apre`s la preuve du the´ore`me A nous avons 〈c(s),1〉µ = 0.
Une nouvelle proposition technique
Par des techniques analogues a` celles de la proposition 5.10 on a:
Proposition 5.16 Soit c ∈ Cn(K;Z) un n-cocycle dont toutes les valeurs
non nulles sont ±1 et Bn une filtration compacte simpliciale de (M,F , µ). Si
〈c,1〉µ = 0 alors il existe une suite de (n− 1)-cochaˆınes ηr telle que:
(i) Pour tout r ∈ N les cochaˆınes ηr et ηr+1 co¨ıncident sur Br;
(ii) limr→∞ ||c− dηr|| = 0;
Esquisse de de´monstration. On de´finit des cochaˆınes ωcα(c) comme dans la
preuve de la proposition 5.10 mais en conside´rant seulement les cheminsDr(c) ⊂
D(c) qui sont contenus dans un Br. On peut construire ainsi par une re´currence
analogue une suite de cochaˆınes ω
cr+1
α(cr+1)
a` support dans Br+1− support ωcrα(cr),
de sorte que la cochaˆıne
ηr+1 =
r+1∑
i=1
ωcrα(cr)
co¨ıncide avec ηr sur Br+1. Enfin la proprie´te´ (ii) est prouve´e par le meˆme
argument en tenant compte que M − ∪rBr est µ-ne´gligeable. 2
Fin de la preuve
On se fixe Z et gZ comme dans la preuve du the´ore`me B, et on applique le
lemme 5.16 au cocycle d’obstruction c(gZ). Nous avons une suite de cochaˆınes
ηr qui par la proprie´te´ (2) convergent sur tous les simplexes de ∪rBr, i.e.
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sur µ-presque tout simplexe. Puisque les cocycles dηr sont a` valeurs +1, 0 ou
−1, leur norme L1(µ) est borne´e par µ(K(n)) qui est finie par hypothe`se. Le
the´ore`me de la convergence domine´e de Lebesgue implique alors:
||dη − c(gZ)|| = lim
r→∞ ||dηr − c(gZ)|| = 0
ou` η est la cochaˆıne limite des ηr. On a alors dη = c(gZ) sur µ-presque tout
n-simplexe. Le the´ore`me 4.4 garantit alors l’existence d’une section de T 1F
de classe MC0.
5.9 Preuve des the´ore`mes D et E
On rappelle que si K est un complexe simplicial de´nombrable de dimension
finie, alors l’ope´rateur cobord di agit continuˆment sur les espaces de i-chaˆınes
de carre´ integrable l2(K(i)). L’espace de Hilbert se´parable
H i(2)(K) = ker di/im di−1
est appelle´ communement le i-e`me espace de cohomologie l2 re´duite de K.
Soit (L, g) une varie´te´ de Riemann connexe. On note Hi(2)(L, g) l’espace de
Hilbert des i-formes harmoniques de carre´ integrable sur (L, g). On rappelle
le the´ore`me suivant duˆ a` Dodziuk:
The´ore`me 5.17 ([13]) Si (L, g) est une varie´te´ de Riemann a` ge´ome´trie
borne´e et K une triangulation borne´e de (L, g), l’inte´gration des i-formes sur
les i-simplexes de´finit des isomorphismes d’espaces de Hilbert:
Hi(2)(L, g)→ Hp(2)(K) (p = 0, . . . , n)
Soit g une me´trique de Riemann de classeMC∞ de volume µ-fini et ge´ome´trie
borne´e sur (M,F , µ) et K une triangulation g-borne´e de (M,F , µ). On de´finit
le i-e`me nombre de Betti de K (resp. de g) comme e´tant la dimension de
Murray-von Neumann (cf. [8,12]) du champ mesurable d’espaces de Hilbert
H i(2)(KL) (L ∈ F) (resp. Hi(2)(L, g) (L ∈ F)). En symboles:
bi(K, µ) = dimµ{H i(2)(KL)}L∈F , bi(g, µ) = dimµ{Hi(2)(L, g)}L∈F
Dans ce cas la norme des isomorphismes du the´ore`me 5.17 est uniformement
borne´e et les dimensions moyennes des deux champs mesurables co¨ıncident
(cf. [12,8]), i.e. bi(K, µ) = bi(g, µ). En utilisant les proprie´te´s e´le´mentaires de
la dimension de Murray-von Neumann dimµ puis la de´composition naturelle
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l2(K(i)L ) = ker di ⊕H i(2)(KL)⊕ im di−1 on obtient:
n∑
i=1
(−1)ibi(K, µ) =
n∑
i=1
(−1)iµ(K(i)) = χ(K, µ).
Par conse´quent
χ(K, µ) = dimµ
(⊕
i
H2i(2)(L, g)
)
− dimµ
(⊕
i
H2i+1(2) (L, g)
)
= dimµ(kerD
+
g )− dimµ(kerD−g )
ou` D+g (resp. D
−
g ) est la restriction de l’ope´rateur d
∗ + d aux formes de degre´
paire (resp. impaire). Ceci de´montre le the´ore`me E.
Pour le the´ore`me D, il nous reste a` prouver que si (M,F , µ) est un feuilletage
mesure´ ergodique de dimension deux a` feuilles orientables et caracte´ristique
d’Euler nulle, et g une me´trique de Riemann a` ge´ome´trie borne´e et volume µ-
fini sur (M,F , µ) alors µ-presque toutes les feuilles sont paraboliques. On peut
supposer que la mesure n’a pas d’atome car dans le cas contraire sont support
serait re´duit a` une feuille compacte de caracte´ristique d’Euler nulle, i.e. un
tore. Si µ n’a pas d’atome alors presuqe toutes les feuilles sont non compactes
et ne posse`dent donc pas de formes harmoniques de carre´ inte´grable en degre´
0 et 2. En particulier χ(M,F , µ) = −b1(g, µ) = 0 en vertu du the´ore`me E, ce
qui implique que l’ensemble des feuilles posse`dant une 1-forme harmonique de
carre´ inte´grable est de mesure nulle. Mais les seules surfaces de Riemann qui
ne posse`dent pas une telle forme sont les surfaces paraboliques (cf. [15]). Ceci
comple`te la preuve du the´ore`me D.
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